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概要：信号の包絡は信号を覆う滑らかな曲線であり，振幅復調や経験的モード分解 (EMD)を含む様々な応用がある
重要な概念である．しかしながら，EMDに用いられる 3次 C2 級スプライン補間による従来の包絡推定手法では，包
絡の基本要件に反するアンダーシュートが生じ，応用上悪影響を及ぼす．本研究では，包絡の信号を覆う滑らかな曲
線であるという基礎的な要件に基づき，接スプラインによる包絡の新たな定義とその推定法を提案する．接スプライ
ンは一次導関数を制約された 4次 C2 級スプライン関数であり，効果的にアンダーシュートを抑制できる．また，最
適に滑らかな包絡を得るために接スプラインの接点最適化手法を同時に提案する．
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1. ま え が き

信号の包絡は，信号を覆う滑らかな曲線であり，振幅

変調 (AM)信号の復調や経験的モード分解 (EMD)など

信号処理に広く応用されている [1]．しかしながら，信号

の包絡の特性の曖昧さから，信号処理への応用上望まし

い包絡の定義が明確でなく，状況によって異なる定義が

用いられている．

信号の包絡の定義として最も広く知られているのは

解析信号を用いた解析包絡である．しかし，解析包絡は

狭帯域信号においてのみ意味のある包絡が与えられる．

また，局所的なエネルギーによる定義もあるが，エネル

ギーの算出方法によって得られる包絡が異なる．

一方で EMDにおいては，極値を通る滑らかな関数と

して包絡を定義している [2]．この定義に基づく包絡は狭

帯域信号でなくとも滑らかであり，より一般的な信号に

おいても有効で，高精度な包絡推定手法として広く用い

られている [1]．しかしながら，この定義に基づく手法は

しばしば包絡が元の信号を下回るアンダーシュートが起

こる．これは信号を覆うという包絡の基本的な性質に反

し，復調や EMDなどで悪影響を及ぼすことが知られて

いる．

そこで本研究では，信号処理の応用上望ましい信号の

包絡を定義することを目的とし，「接スプライン」と称

した「一次導関数を制約された 4次 C2 級スプライン関

数」を用いた包絡の定義を提案し，その推定手法を与え

る [3]．

2. 提 案 手 法

EMDなどのより一般的な信号を扱う応用においては，

極値を通る滑らかな関数という包絡の定義に基づき，信

号の極値を 3次 C2 級スプライン関数で補間する包絡推

定手法が広く用いられる [2]．しかし，単純に極値を補間

した場合には図–1(a) のようなアンダーシュートが生じ

てしまう．そこで本研究では，包絡を適当な点で信号と

undershoot
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図–1 (a) 従来の 3 次 C2 級スプライン補間 [2] と (b) 提案手

法により推定された包絡の模式図．

接し，滑らかな曲線であると定義する．このような包絡

を推定するために，補間点において包絡が信号と接する

という制約の上で，補間点の最適化を行う．

提案手法の概略を図–1(b) に示す．補間関数として接

スプラインを導入することで，補間点において接するよ

うな補間を行う．スプライン関数は補間点での値や微分

値によって特徴づけられるので，効率的に制約を加える

ことができる．さらに，接点の最適化により点がその曲

率に基づき最適化されるので，図–1(b)の実線のように

曲率が小さくなる．これらにより提案法は補間点で厳密

に接し，平滑な包絡を推定することができる．

2. 1 スプライン関数

スプライン関数とは，区分多項式によって定義される連

続関数であり，その柔軟性と最適性により信号処理におい

て広く用いられている．グリッド x=[x0, x1, . . . , xn]
T ∈

Rn+1 (x0 < x1 < . . . < xn)により n個の小区間に分割

された区間 [x0, xn]上で定義されるスプライン関数を考

える．ρ，d ∈ Zを 0 <= ρ < dとし，d次 ρ階連続微分可

能なスプライン関数の集合 Sρ
d(x)を

{f ∈ Cρ([x0, xn]) | f=fk∈ Pd on [xk, xk+1] ∀k}
(1)

と定義する．ただし，Cρ(Ω)は Ω上の ρ階連続微分可能

な関数の集合，Pd は最大次数 dの多項式の集合である．
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図–2 包絡推定結果．(a) は信号 u(t) と各手法によって得られた包絡を示し，(b) はその一部を拡大したものである．(c) は

a(t) と各手法により得られた包絡 e(t) との差を示す．

2. 2 包絡推定のための接スプラインの導入

信号と接するような包絡を推定するために，本研究で

は接スプラインを提案する．接スプライン sTC は，関数

の曲率をコストとする補間点における一次導関数を制約

された 4次 C2 級スプラインによる最適化問題

min
sTC∈S2

4(τ)

1

2

∫ τn

τ0

|s′′TC(t)|2dt

s.t. sTC(τk) = u(τk), s′TC(τk) =u′(τk) ∀k (2)

の解として定義する．ただし，τ = [τ0, τ1, . . . , τn]
T

∈ Rn+1 (τ0 < τ1 < . . . < τn) は一次導関数を制約さ

れた補間点（接点）に対応する時刻である．1次導関数

の制約を加えるために，多項式の次数を従来の 3次から

4次としている．従来の 3次 C2 級スプライン補間のよ

うな補間点を通るという制約に加えて，補間点における

一次導関数の信号との一致を制約とすることで，接スプ

ラインは時刻 τ で信号と接する．

式 (2) を解くために，離散的な形式に再定式化する．

最適化変数を s = [z0, . . . , zn, p0, . . . , pn, P0, . . . , Pn]
T

とする．ただし，zk = sTC(τk)，pk = s′TC(τk)，Pk =

s′′TC(τk)である．スプライン関数は多項式の係数によっ

て特徴づけられるので，式 (2)は

min
s∈R3n+3

1

2
sTAs s.t. Es = b (3)

のような離散的な問題に再定式化できる．ただし，

sTAs =
∫ τn
τ0

|s′′TC(t)|2dt，Es = b は sTC(τk) = u(τk)，

s′TC(τk) = u′(τk) および 2 階連続微分可能に対応する

制約を表す．この制約付き最適化問題の解は Karush–

Kuhn–Tucker (KKT)システム

Kξ − b̃ = 0 (4)

を解くことにより求めることができる．ただし，

ξ =

[
s

ν

]
, K =

[
A ET

E O

]
, b̃ =

[
0

b

]

ν ∈ R3n+2 は KKT乗数である．

2. 3 接スプラインの接点最適化

前節において包絡が信号に接するよう，接スプライン

sTC を提案した．しかし，時刻 τ の選び方によって滑ら

かさが左右される．そこで，接スプラインが最も滑らか

になるよう接点を最適化する手法を提案する．

スプライン関数を τ の関数と考えると，接点最適化問

題は KKTシステム (4)を制約とする

min
τ∈Rn+1

1

2
ξT Ã(τ ) ξ s.t. K(τ )ξ − b̃(τ ) = 0 (5)

のように定式化される．ただし，Ã = [[A,O]T , [O,O]T ]T

である．本研究では，最適化手法として準ニュートン法

の一種である BFGS法を用いて解いた．

3. 数 値 実 験

AM-FM 信号 u(t) = a(t) cos(48πt− cos(20πt))，

a(t) = 1 − 0.8 cos(6πt+ sin(2πt))，t ∈ [0, 1] に対す

る包絡を Hilbert変換による手法，3次 C2 級スプライン

補間による手法，提案手法によって推定し，比較を行っ

た．推定結果を図–2に示す．

3次 C2級スプライン補間による手法はHilbert変換に

よる手法よりも曲率の小さい包絡が得られているが，ア

ンダーシュートが生じている．提案手法は曲率を抑えつ

つ信号に接しており，a(t)に近い包絡が得られている．

4. む す び

本研究では，接スプラインによる包絡の新たな定義と

その推定手法を提案した．今後は適切な端点条件につい

ての検討を行う．また本研究では，曲率をコストとして

接点の最適化を行ったが，その理論的な解釈について検

討する．
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